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Abstract
We check that the Hilbert scheme, Hd,g, of smooth and connected curves of degree d and genus
g in projective three-dimensional space over C is smooth provided that d  11. The proof uses
essentially our good knowledge of curves lying on cubic surfaces and the possibility to endow a
curve having a special normal bundle with a double structure of high arithmetic genus. Then we
give some partial results in the case of degree 12. Namely, we obtain that H12,g is smooth for
g < 15 except cases g = 11,12, for which we were able to establish only that H12,g is smooth in
codimension 1. This shows that (12,15) is the lexicographically first pair (d, g) such that Hd,g is
singular in codimension 1.
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Introduction
On connaît la « loi de Murphy des schémas de Hilbert » telle que rapportée par Harris
et Morrison : « toute pathologie aussi repoussante soit-elle peut se présenter au point
générique d’une composante irréductible du schéma de Hilbert ». Toutefois cette situation
ne se réalise que graduellement et la tâche de répertorier ce qu’il reste possible de dire en
bas degré ne semble pas accomplie. Dans [11], on a montré que l’ouvert Hd,g du schéma
de Hilbert Hilbnd+1−g(P3) paramétrant les courbes lisses connexes de P3 de degré d et de
genre g est lisse en codimension 1 pour d < 12 et que H12,15 est singulier le long d’une
hypersurface. Ceci motive la question suivante :
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point singulier du schéma de Hilbert a-t-on d = 12 et g  15 ?
Dans cette note on prouve que Hd,g est lisse pour d  11, d = 12 et g  10 ou
g = 13,14. En degré 12 et genre 11 ou 12 on se contente de majorer la dimension
du lieu singulier du schéma de Hilbert. Cela est suffisant pour montrer que H12,15 est
lexicographiquement le premier schéma de Hilbert de courbes lisses connexes de P3
singulier en codimension 1.
Notations et terminologie
Pour un sous schéma fermé X ⊂ Pr , on note OX son faisceau structural, ωX un
faisceau dualisant, et IX son faisceau d’idéaux. Les groupes de cohomologie d’un faisceau
cohérent F sur X sont notés Hi(X,F ) (ou simplement HiF ) et leur dimension sur
C hi(X,F ) (ou hiF ). On dit d’une courbe C qu’elle est obstruée si le point [C] qui
lui correspond dans Hd,g est singulier. On désigne par NC le fibré normal de C dans P3.
On note GCM le plus grand entier g tel qu’il existe, dans P3, une courbe projectivement
normale de degré d , de genre g, non tracée sur une surface de degré < s. On désigne par
π(d, r) le genre maximal d’une courbe lisse connexe de degré d dans Pr . L’équivalence
linéaire est dénotée par le symbole ∼.
La méthode
Il est bien connu qu’une courbe non spéciale n’est pas obstruée mais l’on vérifie à
la Section 1 que h1OC(1)  2 ⇒ [C] est lisse dans Hd,g . Au numéro 2 on montre que
si [C] ∈ Hd,g est singulier avec d  12 et h0IC(3) > 0 alors d = 12 et g  15. Enfin,
sous l’hypothèse h1NC > 0, on munit C d’une structure double (Lemme 2) dont le genre
arithmétique élevé force C à être tracée sur une surface de bas degré. Dans la plupart des
cas il s’agit d’une cubique et l’on conclut grâce au résultat de la Section 2. Échappent au
crible précédent les possibilités d = 12 et g ∈ {10,11,12,13}. On traite les cas g = 10 et
g = 13 par des arguments spécifiques.
1. Condition sur la spécialité
Lemme 1. Soit C une courbe lisse connexe de P3 non linéairement normale et C˜ la courbe
de Pr obtenue par le plongement complet de C donné par OC(1). On a une suite exacte
0 →OC(1)⊕(r−3) → NC˜/Pr → NC → 0 (1)
où NC˜/Pr est le fibré normal de C dans Pr .
Preuve. On note Pr π−→ P3 la projection par laquelle C˜ et C sont identifiées, x˜ un
point de C˜ , x = π(x˜), et TPr dπ−−→ TP3 l’application linéaire tangente. On peut choisir un
système de coordonnées locales de sorte que πx˜ , la restriction de π à (x˜,OC˜ ), s’écrive,x˜
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est de rang maximum donc surjective. D’où la surjectivité du morphisme de restriction :
TPr ⊗OC → TP3 ⊗OC où l’on identifie OC et OC˜ . Ce dernier s’inscrit dans le diagramme
commutatif suivant





0 TC TP3 ⊗OC NC 0
où la flèche α est donnée par β et les surjections des deux lignes. La surjectivité de β
entraine celle de α et le lemme du serpent donne alors un isomorphisme entre les noyaux
de α et de β . En appliquant une nouvelle fois le lemme du serpent aux suites exactes
d’Euler sur Pr et P3 restreintes respectivement à C˜ et C, on trouve
kerβ = ker(O⊕(r+1)C (1) →O⊕4C (1)
)
d’où la conclusion. 
Proposition 1. Soit C ⊂ P3 une courbe lisse connexe. Si h1OC(1) 2 alors C a un fibré
normal non spécial, en particulier [C] est un point lisse du schéma de Hilbert.
Preuve. On applique le lemme précédent à C :h1NC  h1NC˜/Pr . Le Théorème 5 de [5]
donne h1NC˜/Pr = 0 pour 0 < h1OC(1)  2. La suite d’Euler restreinte à C donnant
en cohomologie h1(TP3 ⊗ OC)  4h1OC(1), on a aussi la conclusion dans le cas non
spécial. 
Remarque 1. Hd,g est lisse de dimension 4d pour g  d/2 + 3. En effet, il vient du
théorème de Clifford que h1OC(1)  2 si g  d/2 + 2, et que h1OC(1)  3 lorsque
d est pair et g = d/2 + 3. Si h0ωC(−1) = 3, C doit être hyperelliptique car les deux
autres cas d’égalité de ce théorème sont exclus pour une raison de degré. Mais une courbe
hyperelliptique ne possède pas de fibré très ample spécial.2
D’après la remarque ci-dessus, on peut se restreindre aux couples (d, g) avec g 
d/2 + 4. On récapitule les résultats dans le Tableau 1 suivant.
Tableau 1
d  6 7 8 9 10 11 12
Cas restants ∅ ∅ 8 g 9 g 9 g 10 g 10 g
2 Le cas d pair et g = d/2 + 3 est dû au rapporteur.
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Lemme 2. Soit [C] ∈ Hd,g représentant une courbe C avec h1NC > 0. Il existe une
structure double sur C de genre arithmétique  4d + 2g − 1 donnée par la suite exacte
0 →OC(4)[D] → NC s
v(−4)−→ ωC [−D] → 0 (2)
où D est le diviseur des zéros d’une section globale non nulle de NvC ⊗ωC .
Preuve. La spécialité de NC donne, par dualité de Serre, l’existence d’une section non
nulle s de NvC ⊗ ωC . En dualisant on obtient une surjection NC ⊗ ωvC → OC [−D] où
D est le diviseur effectif des zéros de s. Comme
∧2
NC 
 ωC(4), on en déduit NvC →
OC(−4)[−D] → 0 et la suite exacte (2) en dualisant. Le fibré OC(−4)[−D] apparaît
comme quotient de rang 1 du conormal de C et définit ainsi une structure double sur C,
notée C′, et précisée par la suite exacte
0 →IC ′ →IC →OC(−4)[−D] → 0. (3)
Il s’ensuit que pa(C′) = 4d + 2g − 1 + degD  4d + 2g − 1. 
Remarque 2. Ellia a montré dans [7] que le caractère numérique de C′ est sans lacune.
Ainsi sa section plane générale a le même comportement numérique que celle d’une courbe
intègre et l’on peut majorer son genre arithmétique en procédant à la Castelnuovo. Dans
la démonstration du Théorème 13 de [7], figure le fait suivant que l’on utilisera plus tard,
valable pour d  3 et t  1 :
Si 2d > t2 + 1 et pa(C′) >GCM(2d, t + 1) alors h0IC ′(t) > 0. (4)
Proposition 2. Soit C une courbe lisse connexe de degré d  12, de genre g, telle que
h0IC(3) > 0. Si [C] ∈Hd,g est singulier alors d = 12 et g  15.
Preuve. On note S une surface intègre de degré minimal contenant C. On procède par
séparation des cas suivant la nature de S.
(i) S est un plan, un cône quadrique ou un cône cubique sans droite double.
La courbe C est arithmétiquement Cohen–Macaulay (ACM) donc représentée par un
point lisse de Hd,g d’après [8].
(ii) S est une quadrique lisse.
On note (a, b) le bidegré de C sur S. La suite exacte des fibrés normaux
0 NC/S NC NS ⊗OC 0
0 ωC(2) NC OC(2) 0
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0 →OS(2 − a,2 − b)→OS(2)→OC(2) → 0
fournit h1OC(2)= h2OS(2−a,2−b)= h0OS(a−4, b−4) (la dernière égalité par dualité
de Serre). Si a < 4 ou b < 4 on a h1NC = 0 ; sinon on a h0OS(a−4, b−4)= (a−3)(b−3)
d’où h0NC = [(a + 1)(b + 1) − 1] + 9 qui n’est autre que la dimension de la famille
irréductible des courbes de bidegré (a, b) sur une quadrique lisse variable (on peut
supposer que d > 4 et donc que h0IC(2) = 1 car sinon C est non spéciale donc non
obstruée). Dans tous les cas, [C] est lisse dansHa+b,(a−1)(b−1).
(iii) S est une surface cubique normale non réglée.
L’inclusion C ⊂ S donne une injection OP3(−3) → IC qui induit par restriction à
C une section OC → NvC(3). Cette dernière s’annule sur C ∩ SingS et fournit plus
précisément une suite exacte
0 →OC(−3)→ NvC →L ⊕ T → 0
où L est un OC -module inversible et où T est un faisceau de torsion de support C∩SingS.
Par dualité il vient
0 →L v → NC α→OC(3)
et, en notant K l’image de α, on obtient la suite exacte
0 →L v → NC → K → 0.
Comme degL v = d + 2g − 2 + degT > 2g − 2, h1L v = 0 d’où h1NC = h1K . D’autre
part, degK = 3d−degT . La classification des singularités des surfaces cubiques normales
non réglées est connue ; en particulier il n’y a que des points doubles rationnels, et de type
An, D4 ou E6. La multiplicité nP d’un point double rationnel dans T dépend de son type
mais aussi de la façon dont C y passe ; il s’agit des nombres p1 introduits par Jaffe et
précisés dans [14, Proposition 5.2]. Plus précisément, on a nP  (n+ 1)/2 si P est de type
An, nP = 2 pour un point D4 et nP = 2 pour P de type E6. On vérifie alors que dans
toutes les configurations de singularités possibles sur S, degT  4.
Il s’ensuit que degK  3d − 4. Comme C n’est pas tracée sur une quadrique, g 
1 + d(d − 3)/6 donc 3d − 4 > 2g − 2 si d  11 et K est non spécial. En degré 12 la
condition 3d − 4 2g − 2 équivaut à g  17.
En conclusion h1NC > 0 entraîne d = 12 et g  17 pour C sur une surface cubique de
ce type.
(iv) S est une cubique réglée à droite double qui n’est pas un cône.
Le calcul de h1NC est fait dans [10]. Si C coupe k fois la génératrice générale f de
S,C est de classe (d − 3k)f + kH où H est la classe d’une section hyperplane. Avec ces
notations, on a h1NC = h0OS(d−3k, k−4). Comme (d−3k, k−4) ·f = k−4, h1NC = 0
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particulier h1NC = 0 si d < k + 8 ; c’est le cas pour d < 12 ou pour d = 12 et k  5.
Reste la possibilité d = 12 et k = 4 qui donne g = 15 (ici on a h1NC = 1 or H12,15
est irréductible et génériquement lisse de dimension 48 par [11] donc ces courbes sont
obstruées).
(v) S est un cône cubique à droite double.
À chaque degré d = 2 mod 3 correspond un seul genre possible sur ce type de surface.
Pour d  9 on a g < d/2 + 3 donc C n’est « pas assez spéciale », i.e. h1(OC(1) < 3, pour
que [C] soit singulier dans Hd,g et, pour d = 12, on trouve g = 15. Reste le cas d = 10 et
g = 9 dans lequel on se place désormais. On raisonne par l’absurde en supposant que NC
est spécial.
D’après le Lemme 2, on peut construire une structure double C′ sur C de genre
arithmétique 57 + degD avec degD  0. La longue suite en cohomologie déduite de
(3) ⊗ OP3(3) montre que h0IC ′(3) = h0IC(3) = 1. Comme C n’est pas contenue dans
une quadrique et que GCM(2 × 10,3) = 57, il vient D = 0 par [7, Théorème 13]. On en
déduit que la suite (2) est scindée puisque Ext1(ωC,OC(4)) = 0.
D’autre part, [7, Corollaire 15] nous apprend que C′ est ACM puisque résiduelle
à une droite dans l’intersection complète de deux surfaces de degrés 3 et 7. Comme
h0IC ′(4) = 4h0IC ′(3) = 4 pour une raison de degré, il vient de la suite (3) et du fait
que C′ est ACM que h0IC(4) = 5. Ainsi une surface quartique Q sans composante
commune avec S permet-elle de lier C à une droite double L de genre −3. Ces schémas
non réduits sont bien connus, en particulier l’idéal de L l’est ; en voici une description. À un
changement de coordonnées près de sorte que le support de L soit la droite  = Z(x, y),
il existe deux polynômes f et g sans zéro commun le long de  de degré 3 tels que
IL = (x2, xy, y2, xf − yg).
Ceci a les conséquences suivantes sur les surfaces S et Q. Tout d’abord  est le
support de la droite double de S. En effet, S contient L donc une équation en est
x2h1 + xyh2 + y2h3 où les hi sont des formes linéaires, et il vient que cette surface
est singulière le long de . J’affirme ensuite que Q est lisse le long de C. C étant
lisse, les surfaces S et Q sont lisses (et transversales) en tout point P de S ∩ Q non
sur . On examine les points de . La surface Q contient L donc a une équation de
la forme x2P1 + xyP2 + y2P3 + λ(xf − yg) = 0 où les Pi sont homogènes de degré
2 et λ ∈ C. Comme λ n’est pas nul (sinon la « cubique gauche » d’idéal (x2, xy, y2)
serait contenue dans S ∩ Q), l’espace tangent à Q en un point P = (0,0, z, t) ∈  est
f (z, t)X − g(z, t)Y = 0 soit un plan puisque f et g n’ont pas de zéro commun. Cela
achève de justifier que Q est lisse le long de C.
On a vu que la suite (2) est scindée. Il s’ensuit que celle des fibrés normaux
0 → NC/Q 
 ωC → NC → NQ ⊗OC 
OC(4) → 0
l’est aussi. Les hypothèses du Corollaire 3.2 de [2] sont vérifiées et l’on conclut que C est
ensemblistement intersection complète sur Q. Comme Q est lisse le long de C, il résulte
de [14, Corollaire 13.4] que C est schématiquement intersection complète, absurde. 
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genre g  14, tracée sur une surface quartique à conique double ( propre ou non) n’est
pas obstruée.
Preuve. Soit C une telle courbe et Q une surface quartique à conique double la contenant.
Il est bien connu que Q est projection d’une surface de del Pezzo (éventuellement dégé-
nérée, i.e. l’éclaté du plan en 5 points en position presque générale, pas nécessairement en
position générale) de P4, intersection de deux hyperquadriques. Si d  7 on sait depuis la
Section 1 que C n’est pas obstruée. Le Lemme V.1 de [6] entraine que C n’est pas linéai-
rement normale et on peut considérer sa transformée propre par la projection p : Q˜ → Q.
On la note C˜. C’est une courbe lisse connexe non dégénérée de mêmes degré et genre que
C. Soit P le centre de la projection p. La clôture de la variété des sécantes à C˜ est un
volume irréductible S ⊂ P4 ne contenant pas P . Si l’on spécialise P en dehors de S en
un point P0 ∈ Q˜ on obtient, par la projection p0 de centre P0, une courbe lisse connexe
C0 = p0(C˜) qui est spécialisation de C et qui est tracée sur la surface cubique p0(Q˜). Par
la proposition précédente, C0 n’est pas obstruée et il en est donc de même de C. 
3. Lissité deHd,g quand d  11
Théorème 1. Si d  11 alors le schéma Hd,g est lisse s’il est non vide.
Preuve. On arrive à une contradiction en partant d’une courbe C, lisse connexe de
degré d et de genre g, avec d  11 représentée par un point singulier de Hd,g . Tout
d’abord C n’est pas tracée sur une surface de degré  3 par la Proposition 2. On dispose
ensuite d’une structure double C′ sur C de genre arithmétique pa(C′)  4d + 2g − 1
construite comme indiqué dans le Lemme 2. Compte tenu de [7, Théorème 13] et de
l’hypothèse h0IC(3) = 0, on a pa(C′)GCM(2d,4). Cela fournit, pour chaque degré d ,
une majoration de g :
d 8 9 10 11 12
GCM(2d,4) 33 40 51 60 73
g  1 2 6 8 13
qui est incompatible avec la minoration du Tableau de la Section 1 pour d  11. 
4. Discussion en degré 12
La preuve précédente donne également la lissité de H12,g pour g  9 et pour g = 14.
On sait par ailleurs que H12,15 est singulier. Pour pouvoir répondre à la question de
l’introduction il faut pouvoir trancher la lissité de H12,g quand g ∈ {10,11,12,13}. On
apporte une réponse affirmative pour g = 10,13 dans les deux premières propositions.
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singulier deH12,g par 2. L’intérêt de ce résultat, certes décevant au regard de l’interrogation
initiale, réside dans le fait queH12,15 est singulier en codimension 1 [11]. AinsiH12,15 est
le « premier » schéma de Hilbert de courbes lisses connexes de P3 singulier le long d’une
hypersurface.
Proposition 3. Le schémaH12,10 est lisse.
Preuve. Un candidat C à être une courbe obstruée vérifie h1OC(1)  3 (Section 1), i.e.
h0OC(1) 6. Comme π(12,5)= 10 et que π(12, r) est strictement décroissante, C est la
projection d’une courbe C˜ de genre maximal de P5. Ainsi C˜ est tracée sur une surface de
Veronese ou sur un scroll rationnel normal quartique Q˜. Si C˜ est tracée sur une surface de
Veronese S˜, on a h1NC˜/P5 = 0 d’après [4, Proposition (2.4)] et il vient de la suite (1) que
h1NC = 0. On peut donc écarter ce cas.
On suppose désormais C˜ tracée sur une surface réglée rationnelle normale Q˜. Il y a
deux possibilités suivant que le scroll Q˜ est un cône ou non. Cependant, dans le second
cas C˜ ne passe pas par son sommet et, quitte à éclater ce dernier, on a toujours C˜ ∼ 3H où
H est la classe du fibré hyperplan. On montre maintenant qu’une telle courbe C n’est pas
obstruée en prouvant que son fibré normal est non spécial.
Soit p :P5 → P3 la projection identifiant C˜ et C, son centre et Q l’image de Q˜ par p.
La droite  ne rencontre pas Q˜. En effet, dans l’hypothèse contraire, et en notant x˜ un
point de  ∩ Q˜, la fibre passant par x˜ coupe C˜ ∼ 3H en 3 points qui ont même image
par la projection de centre  et l’image de C˜ par cette dernière n’est plus lisse ; or p|C˜
est un isomorphisme, absurde. Il suit que Q est une surface quartique réglée non normale
de P3. La restriction de p à Q˜ induit une application OQ˜(C˜) ⊗OC β−→ NC , la composée
des applications naturelles NC˜/Q˜ → NC˜/P5 et NC˜/P5 → NC . Soit x˜ ∈ C˜ et v ∈ (NC˜/Q˜)x˜ .
Si l’application linéaire tangente associée à p s’annule en v alors  coupe TQ˜,x˜ et Q n’est
pas lisse en p(x˜). Il s’ensuit que β est injective sur l’ouvert complémentaire des points
singuliers de Q sur C et donc que c’est une injection de faisceaux sur C. Son conoyau
K est de rang 1 mais peut avoir une partie de torsion que l’on note T . On écrit alors
K =F ⊕ T avec F inversible. Compte tenu de l’identification OQ˜(C˜)⊗OC 
OC(3) on
obtient la suite exacte de faisceaux
0 →OC(3) → NC →F ⊕ T → 0. (5)
Pour vérifier que NC est non spécial on est amené à majorer le degré de T . Le support de T
est constitué des points de C˜ où le vecteur normal à C˜ dans Q˜ est annulé par la projection,
i.e. les points situés au dessus des points cuspidaux de Q.
On note R le lieu non normal de Q et R˜ la courbe de ramification de la projection
restreinte à Q˜. Le faisceau d’idéaux de R˜ est le conducteur du morphisme de normalisation
soit ωv
Q˜
⊗ p∗ωS . En notant f la classe d’une fibre de Q˜, on a R˜ ∼ 2H − 2f et le degré
de T est majoré par R˜ · C˜ = 18. Le lieu de ramification de p : Q˜ → Q est de dimension 0
ou 1, deux possibilités que l’on examine séparément.
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que R˜ est réduit et l’on souhaite appliquer la formule d’Hurwitz. R est une courbe
rationnelle de degré 3. On regarde suivant les dégénérescences possibles de R : trois droites
concourantes, une conique et une droite non coplanaire la coupant en un point, une cubique
gauche lisse. On applique la formule d’Hurwitz sur chacune des composantes pour obtenir
dans tous les cas degT  6.
Quand le lieu de ramification de p : Q˜→ Q est une courbe, R˜ n’est pas réduite. Il s’agit
du doublement sur Q˜ d’une cubique rationnelle de classe H −f . La projection Q acquiert
alors une courbe cuspidale qui est nécessairement une cubique gauche lisse dont elle est
la développable. On se retrouve donc avec (R˜ · C˜)/2 points cuspidaux le long de C soit
degT = 9.
En conclusion, on a toujours degT < 12 et la longue suite exacte en cohomologie
déduite de (5) entraîne que NC est non spécial. 
Remarque 3. Comme expliqué dans la preuve précédente, on ne peut pas spécialiser le
centre de projection en une droite coupant le scroll Q˜ contrairement au cas des courbes sur
une quartique à conique double.
Proposition 4. Le schémaH12,13 est lisse.
Preuve. On suppose qu’il existe une courbe C de degré 12 et genre 13 obstruée. On
considère la structure double C′ du Lemme 2. La Proposition 2 donne h0IC(3) = 0, et
[7, Théorème 13] indique que D = 0 et pa(C′) = GCM(24,4)= 73. Il découle alors de [7,
Corollaire 15] que C′ est l’intersection complète de deux surfaces de degrés 4 et 6 et que
OC(−4) 
 ωC(−6). Il s’ensuit que C est sous-canonique et liée à elle même donc qu’elle
est intersection complète d’après [1], une absurdité. 
Proposition 5. Le schémaH12,11 est lisse en codimension un.
Preuve. Soit C une courbe telle que [C] ∈ H12,11 est singulier et C′ la structure
double obtenue par la construction du Lemme 2. On peut supposer h0IC(3) = 0 par la
Proposition 2, et le Théorème 13 de [7] donne pa(C′) 73. Cela fournit une borne pour
δ = degD: 0 δ  4.
Pour δ > 0, pa(C′) > 69 = GCM(24,5) donc C′ est contenue dans une surface
quartique par (4). Ainsi 1 = h0IC ′(4) = h0IC(4) par la suite (3). Lorsque δ = 0, C est
encore tracée sur une surface quartique car dans l’hypothèse contraire on aurait C′ ACM
par le Corollaire 15 de [7] et la suite (3) donnerait une surjection H 0IC(4) → H 0OC ,
absurde.
(a) On suppose ici C contenue dans une seule surface quartique Q. La suite de définition
de C donne h0IC(5)  6 d’où l’existence de deux quintiques intègres et distinctes,
S1 et S2, contenant C. Les formules de Fulton [9, Exercise 9.1.1, p. 155] donnent une
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quasi-intersection complète de ces surfaces. On dispose donc d’une suite exacte
0 → E →OP3(−5)⊕2 ⊕OP3(−4) →IC → 0
où E est un fibré vectoriel de rang 2 sur P3.
On note Y la courbe telle que Y ∪ C = S1 ∩ S2 ; elle est de degré 13, de genre 14 et
ωY 
OY (2). Un « mapping cone » donne, après simplification, une résolution de IY :
0 →OP3(−6) →F v →IY → 0 (6)
où l’on a posé F = E (10). Le fibré F « correspond » à la courbe Y donc a pour classes
de Chern c1(F ) = 6 et c2(F ) = 13 [12, Proposition 2.1]. On vérifie immédiatement que
Y n’est pas contenue dans une surface cubique donc F est stable [12, Proposition 3.1].
Les classes de Chern du fibré normalisé associé à F sont c1 = 0 et c2 = 4. On note
M(0,4) l’espace de modules des fibrés stables de rang 2 sur P3 ayant pour classes de Chern
c1 = 0 et c2 = 4. On sait que dimM(0,4)= 8c2 − 3 = 29 par des travaux de Le Potier (si
l’invariant de Atiyah–Rees est α = 0, i.e. pour la composante des instantons, [15]) et Chang
(si α = 1, [3]). De h1IC = h1IY (6) = 0 on déduit h0IY (6) = 19 donc h0F = 20. Deux
sections de F ont le même lieu de zéros si et seulement si elles sont proportionnelles et
Y détermine F car Ext1(IY ,OP3(−6)) est de dimension h1OY (2) = h1ωY = 1 donc la
dimension de la famille des courbes Y ainsi construites est




Les formules de liaison donnent la dimension des courbes C qui leur sont liées :





C n’est pas linéairement normale car h1OC(1) 3 (Section 1) et le théorème du genre de
Castelnuovo force h0OC(1) = 5 d’où h1IC(1) = 1. On en tire h0IY (5) = 5 et, comme
h0IC(5) h0OP3(5)− h0OC(5) = 6, on trouve
hC  46.
Ces courbes forment une famille de codimension  2 deH12,11.
(b) Il reste à majorer la dimension des courbes C contenues dans deux quartiques
distinctes (donc δ = 0 et h0IC ′(4) = 1). Par une liaison 4 × 4 on attrape une courbe Γ de
degré 4 et de genre pa(Γ ) = −5. On sait que h1IΓ (2) = h1IC(2) = 4 donc h0IΓ (2) = 0
par conséquent Γ n’est pas extrémale et [Γ ] appartient à une composante de H4,−5 de
dimension  23 par [16, Théorème 6.2]. Comme h0IC(4) = 2 et h0IΓ (4) = 13 il vient
que la famille des courbes C est majorée par 23 + 2(13 − 2)= 45 donc est de codimension
au moins 3 dans le schéma de Hilbert.
En conclusion le lieu singulier deH12,11 est de codimension  2. 
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et (ii) on prouve par l’absurde que les possibilités δ = 3,4 ne se présentent pas. Au point
(iii) on revient sur le calcul de dimension de la preuve précédente.
(i) δ = 3 : pa(C′) > 69 donc h0IC ′(4) > 0 d’où h0IC ′(4) = 1. Pour une raison
évidente de degré on a h0IC ′(5) = 4. On en déduit que OC ′(5) est spécial et on peut
bilier élémentairement C′ par (4,−5) à une courbe de degré 4 et de genre 2, absurde.
(ii) δ = 4 : pa(C′) = GCM(24,4) = 73 donc C′ est intersection complète d’une
quartique Q et d’une sextique [7, Corollaire 15]. Le faisceau IC ′(6) étant engendré par ses
sections, le théorème de Bertini implique que la sextique générale contenant C′ est lisse en
dehors de C = Supp(C′) donc normale. Il existe donc une surface sextique S normale telle
que C′ = S ∩Q schématiquement. Donc C est ensemblistement intersection complète sur
une surface normale de degré 6 < degC. Dans ces conditions, [14, Théorème 11.8] montre
que C est linéairement normale ce qui est incompatible avec la condition h1OC(1) 3 en
degré 12 et genre 11.
(iii) H12,11 est en fait lisse en codimension 2. Pour s’en assurer il suffit de vérifier que
les courbes considérées dans la preuve de la proposition précédente se répartissent en des
familles de dimensions  45. Pour les courbes du type (b) il n’y a rien à faire. Dans le
cas où le fibré F (−3) construit à partir de C n’est pas un instanton, i.e. quand Y n’est
pas linéairement normale, on a h1IC(5) = h1IY (1) > 0 d’où h0IC(5) > 6 et il vient
hC  44. Dans le second cas, on sait par [13] que l’instanton générique de M(0,4) a la
cohomologie semi-naturelle. Or h0F (−1) = h0IY (5) > 0 et h1F (−1) = h1IC(1) > 0
par la suite OP3(5) ⊗ (6), donc les fibrés F de cette sorte ne sont pas généraux et
constituent une famille de dimension < 29. On en déduit que hY < 48 pour les courbes
Y qui leur sont associées et par suite hC < 46.
Proposition 6. Le schémaH12,12 est lisse en codimension 5.
Preuve. Soit C une courbe telle que [C] ∈H12,12 est singulier.
Puisque h0IC(3) = 0 d’après la Proposition 2, on obtient, comme dans la preuve de la
proposition précédente, que 0 δ  2. On sépare l’étude suivant les valeurs de δ en notant
qu’on a toujours pa(C′) > 69 donc h0IC ′(4) = 1 d’après (4). D’autre part, la condition
h1OC(1) 3 équivaut à h0OC(1) = 4,5 car π(12,5)= 10 < 12.
C est en fait linéairement normale. En effet, dans le cas contraire, elle est isomorphe
à la projection d’une courbe C˜ de P4 de degré et genre 12. Comme h0IC˜/P4(2) 
h0OP4(2) − h0OC(2) = 15 − 13 = 2 par la suite de définition de C˜ dans P4, il
existe deux hyperquadriques distinctes S1, S2 ∈ |H 0IC˜/P4(2)|. On note Q la projection
de l’intersection S1 ∩ S2. La surface Q est une quartique à conique double puisque
h0IC(3)= 0 et elle contient C. Mais l’on sait depuis le Corollaire 1 qu’une courbe de
degré 12 et genre 12 sur une surface de ce type n’est pas obstruée.
δ = 0. Comme h0IC(3) = 0, la surface quartique contenant C′ est intègre. On vérifie
que OC ′(5) est spécial et, comme C′ n’est pas intersection complète, on peut effectuer une
biliaison élémentaire de type (4,−5) vers une courbe de degré 4 et de genre 1. Une telle
courbe est ACM donc C′ l’est aussi.
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de quartiques qui permettent de la lier à une courbe Γ de degré 4 et de genre pa(Γ ) = −4.
On note comme dans la preuve de la proposition précédente hC la dimension de la famille
des courbes étudiées et hΓ celle des courbes Γ . On majore hC grâce à la connaissance
de la cohomologie de C induite par celle de C′ via la suite (3) et en s’appuyant sur la
classification des courbes localement de Cohen–Macaulay (lcm) de degré 4 faite par Nollet
et Schlesinger [16].
Comme h1IΓ (n) = h1IC(4 − n), les valeurs non nulles de la fonction de Rao de Γ
sont :
n −1 0 1 2
h1IΓ (n) 1 4 5 3
Avec les notations de [16], les composantes irréductibles du schéma de Hilbert des courbes
lcm de degré 4 et de genre −4 appelées G1,G2,G3,G4,G7,1, et G10,0 ont des courbes
générales qui vérifient h1IΓ (−2) > 0 ; quant à celle de G5, elle a h0IΓ (2) > 0. Par semi
continuité on a donc [Γ ] ∈ G10,1 d’où hΓ  dimG10,1 = 17. D’autre part h1IΓ (4) =
h1IC = 0 donc h0IΓ (4) = 14 et l’on a





Il s’ensuit que hC  41 donc cette famille de courbes correspond à un sous schéma de
codimension 7 de H12,12.
δ = 1. L’argument de la Remarque 4(i) montre que ce cas n’arrive pas.
δ = 2. Comme au (ii) de la Remarque 4, C′ est l’intersection complète d’une quartique
Q et d’une sextique. On commence par montrer que Q n’est pas normale.
On suppose Q normale et l’on aboutit à une contradiction comme suit. On a 2C ∼ 6H
sur Q donc 2(C − 2H) ∼ 2H . Il s’ensuit que C − 2H est nef et de self-intersection > 0
d’où h1OQ(2H − C) = 0 par un théorème de Sakai (voir la preuve du Théorème 11.8 en
[14]). Ainsi C est-elle quadratiquement normale ce qui n’est possible en degré 12 que pour
g  15.
La liste des surfaces quartiques non normales de P3 est connue [17]. Il n’y a que deux
types de surfaces contenant une courbe de degré 12 et de genre 12 : la projection d’une del
Pezzo (éventuellement dégénérée) de P4 et une surface quartique à droite double. Il est aisé
de vérifier qu’une surface du premier type ne contient pas de courbe linéairement normale
de degré 5 (voir par exemple [6, Lemme V.1]). Reste donc le cas d’une surface quartique
à droite double. Le support  de la droite double n’est pas contenu dans la sextique S dont
l’intersection avec la quartique Q est la courbe C′. Cette droite est donc exactement 6-
sécante à S et donc au plus 6-sécante à C. Si r = long(∩C), il vient de [6, Lemme IV.4]
que ces courbes forment des familles de dimensions  g + r + 24  42. Cela achève de
justifier que le lieu singulier de H12,12 est de codimension  6. 
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on obtient le
Théorème 2. Si (d, g) <lex (12,15) alorsHd,g est lisse en codimension 1.
Références
[1] V. Beorchia, P. Ellia, Normal bundle and complete intersections, Rend. Sem. Mat. Univ. Politec.
Torino 48 (4) (1990) 553–562.
[2] R. Braun, On the normal bundle of Cartier divisors on projective varieties, Arch. Math. 59 (1992) 403–411.
[3] M. Chang, Stable rank 2 bundles on P3 with c1 = 0, c2 = 4, and α = 1, Math. Z. 184 (3) (1983) 407–415.
[4] C. Ciliberto, On the Hilbert scheme of curves of maximal genus in a projective space, Math. Z. 194 (1987)
351–363.
[5] L. Ein, The irreducibility of the Hilbert scheme of smooth space curves, Proc. Sympos. Pure Math. 46 (1987)
83–87.
[6] P. Ellia, D’autres composantes non réduites de Hilb P3, Math. Ann. 277 (1987) 433–446.
[7] P. Ellia, Double structure and normal bundle of space curves, J. London Math. Soc. 58 (2) (1998) 18–26.
[8] G. Ellingsrud, Sur les variétés de codimension 2 dans Pe à cône projetant de Cohen–Macaulay, Ann. Sci.
École Norm. Sup. (4) 58 (2) (1975) 18–26.
[9] W. Fulton, Intersection Theory, deuxième édition, Springer-Verlag, 1998.
[10] L. Gruson, C. Peskine, Genre des courbes de l’espace projectif (II), Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 15
(1983) 401–418.
[11] S. Guffroy, Sur l’incomplétude de la série linéaire caractéristique d’une famille de courbes planes à nœuds
et à cusps, Nagoya Math. J. 171 (2003) 51–83.
[12] R. Hartshorne, Stable vector bundles of rank 2 on P3, Math. Ann. 238 (1978) 229–280.
[13] R. Hartshorne, A. Hirschowitz, Cohomology of a general instanton bundle, Ann. Sci. École Norm. Sup.
(4) 15 (2) (1982) 365–390.
[14] D.B. Jaffe, Applications of iterated blow-up to set theoretic complete intersections in P3, J. Reine Angew.
Math. 464 (1995) 1–45.
[15] J. Le Potier, Sur l’espace de modules des fibrés de Yang et Mills, in : Mathématiques et Physique, Sémin.
École Norm. Sup., Paris 1979–1982, in : Progr. Math., vol. 37, 1983, pp. 65–137.
[16] S. Nollet, E. Schlesinger, Hilbert schemes of degree four curves, math.AG/0112167, Compositio Math.
(2001), in press.
[17] T. Urabe, Classification of non-normal quartic surfaces, Tokyo J. Math. 9 (2) (1986) 265–295.
